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陶瓷基复合材料高精度宏细观统一本构

模型研究
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摘    要: 基于高精度通用单胞模型( HFGMC)建立了陶瓷基复合材料( CMCs)的宏细观统一本构模型.

首先基于 CMCs的细观结构和损伤特点建立代表体元(RVE)并定义细观损伤变量.然后采用 H FGMC模型

计算细观损伤变量的演化, 由此获得宏观应力应变曲线, 从而建立了 CMCs的宏细观统一本构模型. 采用该

本构模型预测了 CMCs的宏观应力应变曲线, 与实验结果吻合良好.结果表明该本构模型能够模拟 CMCs的

拉伸与损伤行文, 为 CMCs强度分析提供了有效手段.
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high fidelity generalized method of cell
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Abstract : A mult i2scale constitute model for cer amic matrix composite ( CMCs) was

presented in this paper by using high2fidelity generalized method of cell ( HFGMC) . Based

on the microstr ucture and damage character ist ics of CMCs, a representat ion volume element

(RVE) and damage variables were defined. Then, the evolut ion of damage variables was cal2

culated by HFGMC model to obtain the r elat ionship between global st ress and global st rain.

T he numerical example shows that the r esult predicted by the model is consistent with the

experimental r esult , and the model could simulate the global performance and the damage

evolvement of CMCs exact ly, thus providing an effect ive method for the micro2macro analy2

sis of CMCs.
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  陶瓷材料具有高强度、高熔点、低密度、抗氧

化和抗烧蚀性,是极有前途的航空材料.但由于固

有的脆性,陶瓷在外载荷作用下极易发生脆性断

裂.连续纤维增强陶瓷是将陶瓷基体与高强度非

金属纤维相结合而成的新型复合材料. 这种材料

不仅保持了陶瓷优良的高温性能,而且它的韧性

也得到了很大的提高. 但是陶瓷基复合材料在破

坏过程中伴随着多种失效模式,因此难以预测它

在破坏过程中的宏观性能变化情况和细观损伤演

化情况.
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为了准确地预测陶瓷基复合材料在失效过程

中的细观损伤演化规律和宏观性能变化规律, 必

须从细观层次建立 CMCs 的本构模型. 而传统的

复合材料力学多偏重于从宏观的角度对复合材料

进行分析.这种分析方法不仅难以揭示复合材料

损伤的真实过程,而且其参数的物理意义也不明

确.近几年来宏细观结合的分析方法得到了迅猛

发展,已经成为固体力学的重要分支.该分析方法

不仅使得人们能够从细观层次理解复合材料损伤

破坏的机理, 而且为复合材料强度分析和复合材

料细观结构设计提供了有效的手段.

1991年, Aboudi[ 1]建立了基于细观力学的单

胞模型( MOC, Method of cells) . 该模型只能采用

有限的几个子胞来模拟复合材料的细观结构. 在

MOC模型的基础上, Paley和 Aboudi
[ 2]
提出了通

用单胞模型( GMC, Generalized method of cells) .

国内宋迎东等人应用该模型对纤维增强复合材料

的宏观性能、随机特性和细观应力场进行了分

析[ 3211] . 1994 年, Wilt 和 Arnold[ 12] 编制了基于

GMC模型的通用计算程序,使得 GMC模型成为

NASA 进行复合材料设计分析的重要工具. 1999

年, Aboudi
[ 13]
在 GMC模型的基础上建立的高精

度通用单胞模型( H igh fidelity generalized meth2

od of cells, HFGMC) .该模型采用了高阶位移模

式,实现细观正应力与细观剪应力的耦合. 2005

年, Yogesh[ 14]在 HFGMC中添加了应力边界条

件与位移边界条件.实现了带损伤的 HFGMC模

型,简称 FVDAM 模型( F inite2volume direct av2

erage micromechanics) . 该模型实现了对裂纹的

模拟.

本文将 HFGMC模型与 CMCs 细观损伤模

型相结合,建立了 CMCs损伤耦合的宏细观统一

本构模型.并利用该模型预测了 SiC/ CAS的应力

应变曲线.

1  高精度通用单胞模型

HFGMC模型是基于连续介质力学理论, 通

过满足子胞边界上的位移连续条件和力平衡条件

而提出的.该模型分析的步骤为:首先根据复合材

料的特点提出一个代表体积元;然后给出子胞内

任意点的位移模式;第三步,基于平均意义上的子

胞内的平衡方程建立子胞边界平均位移与平均力

之间的关系;然后利用子胞边界的平均位移连续

条件和平均力平衡条件建立总体方程;对总体方

程求解,得到位移模式的各项系数;由位移模式求

出应力场;最后对应力进行平均,得到宏观应变与

宏观位移之间的关系,即复合材料的宏观统一本构

方程.基于以上步骤, 我们首先考虑长纤维增强复

合材料的横截面,如图 1所示.根据复合材料周期

性的特点选取代表体元.将该代表体元(Represen2

tation volume element , RVE)划分为 NB @NC个子

胞,如图 2所示.每个子胞的面积为 hB @lC,选取子

胞的中心为原点建立局部坐标系( x1 , y
(B)
2 , y

(C)
3 ) .

Aboudi[ 13]采用局部坐标的多项式来表示子

胞内的位移

u
(B, C)
i = Eijx j + W

(B, C)
i1 + y

(B)
2 W

(B, C)
i2 +

y
(C)
3 W

(B, C)
i3 +

1
2

3 y(B)2
2 - h

2
B

4
W

(B, C)
i4 +

1
2

3 y( C)3
2 - l

2
C

4
W

(B, C)
i5 ( 1)

式中 Eij是宏观应变, x i 是宏观坐标, y i 是局部坐

标, W
(B, C)
是位移多项式的系数, 只要确定了它们

就能确定整个位移场.

将( 1)式代入几何方程得子胞的应变

E
(B, C)
11 = E11 (2a)

E(B, C)22 = E22 + W(B, C)
22 + 3W(B, C)

24 y (C)2 (2b)

E(B, C)33 = E33 + W(B, C)
33 + 3W(B, C)

35 y (C)3 (2c)
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E
(B, C)
23 = E23 +

1
2

W
(B, C)
23 + W

(B, C)
32 +

3
2
W(B, C)

34 y( C)2 + 3
2
W(B, C)

25 y (C)3 (2d)

E(B, C)13 = E13 + 1
2
W(B, C)

13 + 3
2
W(B, C)

15 y (B)3 (2e)

E(B, C)12 = E12 + 1
2
W(B, C)

12 + 3
2
W(B, C)

14 y (C)2 (2f)

  假设子胞处于弹性状态,则子胞内的应力为

R(B, C)ij = E (B, C)
ij kl E

(B, C)
kl

( i, j , k, l = 1, 2, 3) ( 3)

其中 E
(B, C)
ij kl 是子胞所在区域的弹性常数. 定义子胞

边界的平均力

t(B, C)i# = 1
L�Q#

R(B, C)ji n (B, C)
j dl ( 4)

其中 #代表子胞上边界( T )、下边界(B)、右边界

(R)和左边界( L)中的一条边界(见图 2) . n 是对

应边界的法向量. L# 是边界 # 的长度.

同理定义子胞边界的平均位移为

u
(B, C)
i# =

1
L#Q#

u
~
(B, C)
i dl ( 5)

其中 u
~
(B, C)
i = u

(B, C)
i - Eijx j .

子胞内应力必须满足积分形式的平衡方程

1
S(B, C)Q8(B,C)

Rij , j ds = 0 ( 6)

其中 S(B, C)是第 q 个子胞的面积, 8 (B, C)是子胞( B,

C)所占据的区域.

将公式( 3)和( 4)代入上式得

E (B, C)
1212 W

(B, C) W14 + E (B, C)
1313

qW(B, C)
15 = 0 (7a)

E
(B, C)
2222 W

(B, C)
W24 + 2E

( B, C)
2323 W

(B, C)
25 = 0 (7b)

2E
(B, C)
2323 W

(B, C)
W34 + E

( B, C)
3333 W

(B, C)
35 = 0 (7c)

  将( 7)式和( 1)式代入( 5)式可得子胞边界平

均位移和细观位移参数之间的关系

W
~
( B, C) = N(B, C)

wu # u(B, C) ( 8)

其中

u(B, C) = u (B, C)1 u (B, C)2 u (B, C)3
T

u(B, C)i = u(B, C)iR u(B, C)iL u(B, C)iT , u (B, C)iB

W
~
(B, C)

= W
(B, C)
1 W

( B, C)
2 W

(B, C)
3

T

W(B, C)
i = W(B, C)

i2 , W(B, C)
i3 , W(B, C)

i4 , W(B, C)
i5

N(B, C)
wu 是一个 12@12的矩阵.

将公式( 2)和( 3)代入( 4)可得

t (B, C) = N(B, C)
t # W(B, C) + C(B, C)t # E ( 9)

其中

t
(B, C)

= t
(B, C)
1 t

(B, C)
2 t

(B, C)
3

T

t(B, C)i = t(B, C)iR , t(B, C)iL , t( B, C)iT , t (B, C)iB

E= [E11 , E22 , E33 , E23 , E13 , E12] T

N(B, C)
t 和 C(B, C)t 分别是 12@12和 12@6的矩阵.

将公式( 8)代入( 9)消去 W
~

可得 t(B, C)与 u(B, C)

以及宏观应变 E的关系

t
(B, C)

= K
(B, C)
tu # u

(B, C)
+ C

(B, C)
t # E (10)

其中 K
(B, C)
tu = N

(B, C)
t # N

(B, C)
wu . K

(B, C)
tu 和 C

(B, C)
t 都是只

与子胞的材料常数以及子胞尺寸相关的矩阵.

子胞边界还需要满足如下连续条件:

1) 位移连续条件:位移场在子胞边界上要满

足平均位移的连续条件和代表体元边界上的周期

条件,表示成子胞边界平均位移的形式为

u
(B, C)
iR = u

(B, Ĉ)
iL , u

(B, C)
iT = u

( B̂, C)
iB ,

( i = 1, 2, 3) (11)

这里 B̂, Ĉ定义为

B̂=
B+ 1, B< N B

1,   B= NB
,  Ĉ=

C+ 1, C< N C

1,   C= N C

  2) 子胞边界力平衡条件:应力场要满足子胞

边界上平均力平衡和代表体元边界上的周期条

件,表示成子胞边界平均位移的形式为

t(B, C)iR = - t (B, Ĉ)iL , t(B, C)iT = - t ( B̂, C)iB ,

( i = 1, 2, 3) (12)

  将( 9)式代入( 11)和( 12)式并求解,就能得到

所有子胞的平均边界位移 u(B, C) . 在利用( 7)式和

(8)式就能计算所有子胞的细观位移参数 W
(B, C)

.

将W(B, C)代入子胞位移模式中, 并利用几何方程

和物理方程, 我们能够计算出 RVE 内的应变场

和应力场.最后对应力进行体积平均,即

Rij =
1
SQ8

Rij dv (13)

就能得到宏观应力.由于 Rij 是宏观应变 E与坐标

y i 的函数. 因此由( 13)式得 Rij 与Eij的关系, 即复

合材料的宏观本构方程

Rij = E ijklEkl (14)

其中 E ij kl是复合材料的宏观弹性常数.

3  基于 HFGMC的 CMCs宏细观
统一本构模型

  图 3 是典型的 CMCs 应力应变曲线. 当

CMCs承受拉伸载荷时, 初始阶段由于载荷水平

较低,材料呈现线弹性特性.这一阶段的应力应变

曲线如图 3( a) . 随着载荷的增大, 初始缺陷发生

扩展、连接, 很快发展成为垂直于纤维的长裂纹.

这些裂纹大致呈等间距分布, 裂纹间距为 L [ 15] .

当裂纹遇到纤维的时候, 在裂纹尖端应力场作用

下纤维基体发生剥离, 导致纤维部分脱粘,脱粘长
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度为 D.由于纤维的强度比较高,脱粘后的纤维继

续传递裂纹面上的载荷,于是形成纤维桥联.载荷

继续增大,不断形成新的基体裂纹,同时纤维脱粘

长度也在增加.当纤维完全脱粘时,纤维无法将更

多的载荷传递给基体, 基体不再形成新的裂纹. 这

一状态称为饱和. 达到饱和状态后, 纤维开始发生

断裂.断裂后的纤维从基体中拔出. 随着载荷的增

大,越来越多的纤维发生断裂,最后材料完全失效.

( a)弹性区; ( b)基本开裂, 纤维脱粘;

( c)界面完全脱粘; ( d)纤维断裂

图 3  CMCs应力应变曲线示意图

Fig. 3  Global str esses/ str ains curve of CMCs and

t he r elative damage mechanisms

上述 CMCs 在拉伸过程中细观结构的损伤

过程可采用图 4中各结构来模拟.图中灰色部分

表示纤维,白色部分代表基体.

图 4  陶瓷基复合材料在拉伸过程中各个状态下的

代表体元示意图

Fig. 4  Sketches of RVE at each stage

  1) 图 4中的( a)对应于图 3中的( a) ,这一阶

段材料处于弹性状态, 内部无损伤.应用 HFGMC

模型计算图 4( a)轴向弹性模量与图 3( a)的斜率

相等.

2) 当载荷达到复合材料临界应力 Rcr , 根据临

界基体应变能准则 (Crit ical matrix stiffness en2

ergy, 简称 CMSE)
[ 15]

,此刻的基体裂纹间距为初

始裂纹间距 L in it , RVE 中基体的应变能为临界基

体应变能 Ucr .这一阶段对应图 3( a)与( b)的分界

线,其 RVE 如图 4( b)所示. 通过 HFGMC 模型

可建立基体应变能 Um 与 RVE 长度 L 之间的关

系.根据 CMSE 准则, 式( 15)的解为初始裂纹间

距 L init

Um ( L, Rcr)
Um0 ( L, Rcr)

= Ruu (15)

式中 Um0为无损状态下的基体应变能, R uu为设定

的比率,一般取 0. 95~ 0. 99 之间. 确定了 L init之

后由 HFGMC模型可计算 Ucr .

3) 载荷超过 Rcr后,材料基体开裂与界面脱粘

同时发生,对应图 3中的( b)区.基体裂纹间距满

足 CMSE 准则, 而界面脱粘满足最大剪应力准

则.材料的细观结构用图 4( c)来模拟, 通过 HFG2

MC可建立基体应变能 Um , Smax与 RVE 长度 L、

脱粘长度 D以及宏观应变 E的函数关系.由方程

组( 16)可确定不同应变下的 L 和D .

Um( L, D, E) - Ucr [ 0

Smax ( L, D, E) - Sult = 0
(16)

式中 Smax是沿界面的剪应力最大值, Sult是界面强度.

4) 当载荷接近图 3( c)时, 脱粘长度 D 接近

L / 2, 基体完全失去作用, 其细观结构如图 4( d) .

载荷主要依靠纤维来传递, 因此材料的性能由纤

维的行为决定. 假设纤维强度满足 Weibull 准

则[ 1 6] .纤维失效百分比 Df 与纤维应力 Rf 之间存

在如下关系:

Df = 1-
1

exp
Rf
R0

m (17)

其中m和R0 是纤维的性能参数.这一阶段材料的

弹性模量由下式计算

Ec = E f vf(1 - Df) (18)

其中 vf 是纤维的体积百分含量.

4  算例分析

应用 CMCs 的宏细观统一本构模型, 预测

SiC/ CAS在拉伸载荷下的宏观应力应变曲线. 材

料的基本性能参数见表 1
[ 17]

.

表 1 SiC/ CAS的材料参数

Table 1  Mater ia l parameter s of SiC/ CAS system

参数 数值 参数 数值 参数 数值

E f / GPa 139 Em / GPa 120. 5 Sult / MPa 220

Lf 0. 2 Lm 0. 25 Rcr / MPa 220

v f 0. 38 Rf/Lm 7. 5 m 2. 0
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弹性阶段, 复合材料弹性模量 Ec 为 127. 5

GPa.当载荷达到 Rcr时材料的应变为 0. 173%. 采

用( 15)式计算初始裂纹间距, L init = 2. 13 mm. 临

界基体应变能 Ucr = 1. 06 @10
- 9

J. 当应变大于

11 73% ,界面发生脱粘, 且脱粘长度迅速增大. 这

使得应力应变曲线发生较大的偏转. 材料的非线

性特性十分明显. 当应变达到 0. 28% ,脱粘长度

为 0. 955 mm, RVE 长度为 2. 08 mm, 脱粘长度

十分接近 RVE 长度的一半, 说明界面已经完全

脱粘.此后, 纤维开始发生断裂, 纤维强度满足

Weibull分布. 瞬时复合材料弹性模量采用式

( 18)计算.

应力应变曲线采用如下公式计算:

R
n
= R

n- 1
+ E

n
c (E

n
- E

n- 1
)

( n = 1, 2, 3, , ) (19)

其中 R0= Rcr , E0= Rcr / E 0
c . E0

c 是弹性状态下材料的

弹性模量, En
c 是每个载荷点的瞬时弹性模量, 由

HFGMC模型计算得.

预测结果见图 4, 从图中可以看出采用本文

模型的预测结果与实验结果非常吻合.

图 5  SiC/ CAS应力应变曲线

Fig. 5  Global str esses and strains curve of

SiC/ CAS system

5  小  结

基于高精度通用单胞模型( HFGMC)建立了

陶瓷基复合材料( CMCs) 的宏细观统一本构模

型.该模型综合考虑了影响 CMCs宏观力学性能

的各种影响因素.不仅能准确地预测 CMCs 在拉

伸载荷下的宏观力学响应, 还能模拟材料细观结

构的演化过程,从细观层次揭示了陶瓷基复合材

料损伤破坏的机理. 本文模型为 CMCs强度分析

提供了一个有效的手段.
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